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Pesumen

Las matematicas, aunque no de manera explicita, estan presentes en muchos ambitos de la vida
cotidiana. Entre otros muchos de sus usos, destaca el disefio de las carreteras: § como se trazan las rutas
por las que circularan nuestros automdviles?

Gracias a la geometria analitica, no es complicado el estudio de puntos, rectas y funciones
polinémicas. Pero... ;qué ocurre cuando buscamos una curva cuya forma se ajuste a unas determinadas
condiciones geograficas o topograficas?

Se evidencia entonces la utilidad de las curvas de Bézier, que reciben su nombre de un ingeniero
parisino de comienzos del siglo XX.

Estas curvas se basan sobre los polinomios de Bernstein, que constituyen una base del espacio
vectorial de polinomios:

ny .
bi"(x)=(i) xX@-x"*t, x€l0,1], i=0,..,n

Asi, las curvas asocian a cada término de este polinomio las coordenadas de un determinado
punto, y logran definir una infinidad de formas diferentes con tan sdlo modificar sus denominados puntos

de control:
n

B(t)=2(:,l)Pi 1-0™ ittt , teo,1]

i=0

Para poder manejar con soltura este tipo de curvas, se ha deducido de la férmula anterior otra
expresion, exclusiva de esta monografia:

n i

B(t)=2(ril)ti 2(;{)13,((—1)”" , tel0,1]

i=0 k=0

Sin embargo, estas curvas también presentan sus inconvenientes a la hora de disefar trazados
mas complicados. Por ello, se desarrollaron los splines (o funciones a trozos) de Bézier, que, a su vez,
dieron lugar a los B-Splines.

n
SO =) NEO P, tElx, T ]
i=0

Estas Ultimas son, al igual que las primeras, un tipo de curvas paramétricas. Se distinguen
fundamentalmente en las funciones de base sobre las que se construyen. Pero, a diferencia de las
anteriores, engloban unas curvas formadas a su vez por otras mas pequefias, evitando asi los problemas
de continuidades.

Con todos estos elementos, se puede ya realizar el disefio de carreteras y otras aplicaciones
concretas (letras tipogréficas, dibujos de animacion...), comprobando la utilidad de los distintos métodos
en el disefios asistido por ordenador, asi como las ventajas e inconvenientes de cada uno de ellos.
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Introduccion

Las areas de aplicacién de las matematicas son practicamente infinitas, y pasan muchas veces
inadvertidas en la vida cotidiana. Son fundamentales desde en los billetes de avion, hasta en los medios
de comunicacién mas modernos, pasando por el trazado de las carreteras.

Y es este Ultimo el objetivo de la investigacion: ¢qué matematicas hay ocultas tras el trabajo de
los ingenieros que disefian las vias de los automéviles? Es decir, ;como se disefian las carreteras?

El problema se enmarca dentro del contexto del disefio grafico, y por ello esta monografia
constituira un analisis de la rama de la geometria analitica.

La geometria analitica se dedica al estudio de las formas mediante técnicas del analisis
matematico y del algebra en un sistema de coordenadas. Asi, no resulta excesivamente complejo
determinar la posicién de puntos, vectores, funciones u otras expresiones matematicas’.

Para definir una recta basta, por ejemplo, con conocer las coordenadas de dos de sus puntos
Py (%0, Y0) Y P1(x1, Y1)

Pero si en lugar de trazar una linea recta entre dichos puntos, se unen mediante una curva,
surgen los elementos esenciales del estudio que vamos a desarrollar:

Las funciones polindmicas surgen de evaluar en un sistema cartesiano los polinomios,
expresiones matematicas sencillas en las que sélo intervienen las operaciones de adicidn, multiplicacion y
potenciacion.

Al representarlos, los polinomios pueden, en principio, tener cualquier forma: ya sea curva, con
segmentos rectos en su dominio, infinitamente derivable en algunos de sus puntos...

El conjunto de todos los polinomios que se pueden expresar con el conjunto de los nimeros
reales R se denomina espacio vectorial de polinomios2.

Una base de un espacio vectorial es una coleccion de elementos del espacio, vectores o
polinomios, que verifican que todo elemento de este espacio puede expresarse como la unién de dichos
elementos?.

1 Se debe apreciar que la investigacion de este trabajo abarca unicamente superficies planas y ninguna explicacién
en ella se refiere a espacios tridimensionales.

2 Un espacio vectorial sobre un cuerpo K (el cuerpo de los numeros reales, por ejemplo) es un conjunto ¥, no vacio,
con dos operaciones, tal que la suma es una operacion interna y el producto es una operacién externa.

3 La base candnica de P, [ x ] es la formada por los polinomios:  {1,x,x?,x3,...,x"}
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Se llama dimensién de un espacio vectorial, al numero de vectores, aqui polinomios, que
constituyen la base de dicho espacio. La dimension del espacio vectorial de polinomios de grado n sera
n+1.

Los escalares por los que debemos multiplicar a los polinomios de una base para obtener a un
polinomio dado se denominan coordenadas del polinomio en esa base.

Todos estos conceptos seran necesarios a la hora de expresar de una manera sencilla con
polinomios las curvas de los trazados que necesitemos.

Sin embargo, las férmulas que utilizaremos no seran funciones. Entonces, en lugar de trabajar
con una variable independiente de cuyos valores se deduzcan los de la variable dependiente,
representaremos las curvas mediante pardmetros.

Las curvas paramétricas del estudio seran de la forma:

n

B(t)=Z(?)Pi 1-0™ ittt | telo,1]

i=0

4 Hay que advertir también que la mayoria de las ecuaciones en su formula paramétrica que aparezcan en esta
monografia estaran expresadas en funcién de las dos coordenadas cartesianas de un punto, con el fin de abreviar la
extension.

Es decir, la notacion anteriormente usada es indistinta a la habitualmente utilizada:

NG =Z(?) x (1 —pn=igi

B(t) t €[0,1]

y©=> (1) wa-orte
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Contexto académico

Este tema que abarca el estudio es de plena actualidad y se esta renovando continuamente,
puesto que el disefio grafico por ordenador se emplea, no sélo en el trazado de carreteras, sino también
en la produccion de la mayoria de videojuegos, peliculas de animacion...

En cambio, esta monografia se centra principalmente en analizar detalladamente un tipo de
curvas que ‘redisefiaron” el mundo tras su invencion en los afios sesenta: las curvas de Bézier.

Supusieron una revolucién tan importante que enseguida fueron integradas en los lenguajes
PostScript de descripcion de paginas. Actualmente se utilizan de manera corriente en muchos programas
de disefio grafico sin apenas hacer referencia a su nombre.

Asi pues, tras recoger informacion e indagar en los aspectos menos estudiados de estas curvas,
se presenta un trabajo que recopila el origen de las curvas de Bézier, su desarrollo, los primeros
inconvenientes que presentaron y una pequefa introduccion a los nuevos elementos gréficos que se
descubrieron gracias a ellas.

Finalmente, se plantea ya la respuesta a la hipdtesis de investigacion: con toda la informacion
reunida disefiaremos nosotros mismos algunas carreteras. Ademas, con los mismos métodos,
eshozaremos también letras tipograficas y simples dibujos animados.

Una dificultad con la que nos encontramos fue cémo introducir las formulas paramétricas en los
sistemas informaticos para poder representarlas.

Enseguida encontramos herramientas para el software GeoGebra que permitian trazar las
curvas con sélo indicar los puntos. No obstante, también hay construcciones con sus expresiones
analiticas que ayudaron considerablemente.

Gracias a ellas, nos pudimos servir unicamente se este sencillo programa informatico para todas
las representaciones graficas. Ademas, siguiendo los ejemplos encontrados, construimos una
herramienta original nuestra que traza mecénicamente otro tipo de curvas y que compartimos en el sitio
web de GeoGebra.
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1L ainvesticacion

1. Las matematicas de la investigacion

La idea de la investigacidn de esta monografia surgié gracias a la lectura del articulo Funciones
a trozos: splines (2009), que resume como trabajar con estas funciones a la vez que las relaciona con su
enorme utilidad en las aplicaciones a problemas de disefio.

Entonces, se buscaron otras fuentes de informacion para profundizar en la materia, y fue cuando
descubrimos las curvas de Bézier. Una vez encauzado el tema, encontramos una gran cantidad de
articulos, trabajos y presentaciones que trataban estas curvas. Pero muchas de estas fuentes no trataban
adecuadamente o se excedian al investigarlas.

Por ello, tras una seleccion de materiales tedricos y de aplicaciones préacticas, elaboramos la
estructura de la monografia, redactando, revisando y modificando continuamente el contenido.

1.1. Polinomios de Bernstein

Los polinomios de Bernstein son un particular tipo de polinomios que forman una base para el
espacio vectorial de polinomios.

Dada una funcion f en el intervalo [a, b], los polinomios de Bernstein de grado n asociados a
dicha funcion estan definidos por:

n

ny (x —a)' (b —x)"" i ]
b, (f; x)=2(i) b= f<a+;(b—a)>, i=0,..,n

=0

En el caso en que el intervalo sea el [0, 1]:

n

b, (f; x) =Z(:l) xt(1—x)"t f(%), i=0,..,n

i=0

Por lo que los polinomios basicos de Bernstein seran, sencillamente:
n . ,
b*(x) = (1) xX@-x"*t, x€l0,1], i=0,..,n

que estan asociados a la funcién f(x) =1, Vx.
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El espacio vectorial de polinomios® es el conjunto (PB,, +, -) sobre el cuerpo de los
numeros reales R de tal forma que:

Plx]={ay+ax+ .. +a,x" / ¢;€R, i=0,..,n}
n
Pn[x]={2 a;x* |/ a;€ER, i=0,..,n
i=0

El espacio vectorial de polinomios tiene una base formada por los polinomios de Bernstein. Esta
base la podemos describir como el conjunto:

Bn={ (Y:) xt (1—x)"t ) i=0,...,n}

Veamos un ejemplo para el espacio Ps[ x | . Siendo un polinomio cibico P; (x):
P;(x) = ay + a;x + ayx? + azx3
ese polinomio, expresado en la base formada por los polinomios de Bernstein sera:
P3(x) = 2o - b3 (x) + Ay - bi(x) +25- b3(x) + A3-b3(x)
Ps(x) =2 -(1—x)% + A - 3x(1—x)% + 2, 3x%2(1—x) + Ag-x3

Es decir, que P5(x) es combinacion lineal de los polinomios de la base B; .

Figura 1.1

b3 (x)

5 Un espacio vectorial sobre un cuerpo K es un conjunto V7, no vacio, con dos operaciones, tal que cumple ciertas
propiedades. Véase la introduccion.
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Para demostrar que los polinomios de Bernstein forman una base del espacio vectorial para
cualquier dimension, n 4+ 1 basta con probar que son linelamente independientes; lo que implicaré ya
que generan todos los polinomios del espacio por combinaciones lineales, por ser n 4+ 1 el numero de
ellos.

Para ello, se puede argumentar que los polinomios de Bernstein serdn linealmente
independientes si el determinante de la matriz formada por sus coordenadas en la base candnica del
espacio vectorial de los polinomios es distinto de cero:

e Paran=1; by(x)=x, by(x)=(1—x)

X - 0 1
1—-x - ( 1 -1 )
linealmente

0
| independientes

1
L Cq |0
e Paran=2; by(x) =x%, by(x) =2x(1—x) , by(x) = (1 —x)?

2

X - 0 0 1
2x(1—x)=2x—2x2 - ( 0 2 =2 )
(1-x)2=1-2x+x* - 1 -2 1

8 (2) 1 5 | =0 linealmente
1 —o _1 independientes
e Para n=3; by(x)=x3 , b(x)=3x2(1—x) , by(x)=3x(1—x)2
b3(x) = (1 —x)°
x? - ,0 0 0 1
3x%(1 —x) = 3x% — 3x3 - 0 0 3 -3
3x(1-x)?2=3x—6x2+3x3 - 0 3 -6 3
(1-x)3=1-3x+3x2—-x3 - 1 -3 3 -1
0 0 0 1
0 0 3 -3 linealmente
0 3 -6 3 |7 0 = independientes
1 -3 3 -1
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e Paran=k; bk(x)=(Z) x"k 1-x%, k=0,1,2,..,n

()=
(k ﬁ 1) 11 —-x)=k-x¥1(1-x)
(k ﬁ 2) xk_z(l - x)z —

(llc) x(1=0)k1=k -x(1—-x)*1

(’5) (1 -k = (1 - x)k

0 0 0 0 1
0 0 0 k -k
k k
0 0 0 -
2(,) (2)
#0
(k-1 k-1
0  k  —(hk-Dk - (—1)k2(k 2)-k (11 k
k
1 —k (2) (—D* 1k -1k
linealmente
independientes®

Por lo tanto, toda curva polindmica de grado < n tiene una posible representacion con
polinomios de Bernstein. De ahi su utilidad al estudiar las curvas de Bézier, objeto de esta investigacion.

6'Ya que el determinante de una matriz triangular es igual al producto de los términos de su diagonal. Y, en este
caso, como ninguno de los términos de la diagonal secundaria es nulo, el determinante es distinto de cero.
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1.2. Las curvas de Bézier

1.2.1. Descripcion y construccion de las curvas

Una curva de Bézier’ es una linea curva que, 1
pasando por unos puntos fijos arbitrarios del plano, Py y B, , '
llamados nodos, adopta una forma y curvatura en funcién de
otros puntos invisibles en el dibujo, P;, ..., Pp_q ,
denominados puntos de control.

Una curva de Bézier de grado n, definidapor n+1 Py

puntos, tiene por formula paramétricas: Figura 2.1 Pa
n
n .
B(t)=2(i)Pi(1—t)"_‘t‘ , t€[0,1]
i=0

El grado de las curvas de Bézier viene dado, entonces, por el nimero de puntos de control,
Py, ..., P,_4,delos que dependa la curva.

De esta manera, se pueden estudiar los distintos casos que se presentan:

Curva lineal de Bézier jx‘f P
Unicamente dados dos puntos, P, y Py, una curva Bity, t=0§3
lineal de Bézier es una recta que une los dos puntos.
Fo Figura 2.2

Su expresién analitica® es:

B(t)=(1_t)'P0+t'P1=P0+(P1_P0)'t ) tE[O,l]

7 Pierre Etienne Bézier (1910 — 1999) fue un célebre ingeniero parisino, doctorado en matematicas, que a los
veintitrés afios de edad comenz6 a trabajar para la fabrica automovilistica Renault. Desarrollé uno de los primeros
programas de disefio asistido por ordenador, en el que introdujo un sistema de ecuaciones simples que permiten
dibujar muy facilmente un nimero infinito de diferentes curvas.

8 0, en funcién de los polinomios de Bernstein estudiados en el apartado anterior,
n

B(t) = Z b P, , te[0,1]
i=0
9 El parametro t en las curvas de Bézier se refiere al tiempo necesario para recorrer la distancia entre los nodos; es
decir, es un descriptor de cuan lejos esta B(t) de P, a B,. (Véase figura 2.2)
Cuando el parametro t = 0, entonces B(t) = P,. Al contrario, sit = 1, entonces B(t) = P;.
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Curva cuadrética de Bézier

Dados tres puntos del plano, Py, P, y P,, una curva
cuadratica de Bézier es el lugar geométrico definido por la ecuacion: P

B =1-t)?-Py+2t(1—t)-P,+t?-P, , t€[0,1] Figura 2.3 Py
Curva cubica de Bézier
Analogamente, cuatro puntos del plano, P,, P;, P, y P; definen una curva clbica de Bézier, de
formula paramétrica:
Bt)=(1-¢t)3-Py+3t(1—¢t)?-P,+3t?2(1—t)-P,+t3-P; , t€[0,1]
1.2.2. Propiedades de las curvas de Bézier
I:.III
h
e las curvas de Bézier tienen control global: al ‘““H.LHH
modificar un solo punto de control de la curva, H‘“‘x P
cambia totalmente la forma de ésta. I o + 1
Sielpunto P; pasaa serelpunto P’; , de manera = Bit) f
que P'; = P; + Q , entonces lanueva curvasera " \
\_
C(t) = B(t) + Q- b™(t) 2 S~ p
J + 2 ™~ ---'.'.'-_,+ 3
Figura 2.4

siendo  B(t) la curva inicial y bj"(t) un
polinomio de Bernstein:

C(t) =B() +Q - b'(t)

n
) =2 BE(E) P+ Q-bRE) , i=0,1, 2, o, n—1, 7
i=0
n
C(t)=Z BI(t) Pi+B(t) P+Q-BM), i=0,.,n A i%j VjEN:0<j<n
i=0
n
C(t)=2 BI(E) P+ B (P+Q), i=0,..,n A i#j VjEN:0< j<n
i=0

n
C(t)=z BI(E) P4+ bR(E) Py, i=0,.,n A i#j VjEN:0<j<n
i=0
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e Lacurva es un segmento recto si, y sélo si, todos los puntos de control estan alineados.

n
Siendo una curva de Bézier: B(t) = z ( " ) P,(1—t)r it
=
— n _ n _ -1 n _ —2 42 n _ —3 4+3
B(t)—(O)PO(l t)”+(1)P1(1 " t+(2)P2(1 "2 ¢ +(3)P3(1 O3 ¢3

+ ..+ (n ﬁ 2) P_,(1—0t)2¢t"2+ (n ﬁ 1) P (1—0)t" 1+ (Z) B, t"

también se puede escribir como:

n i

=32 [ () s

i=0 k=0

Por lo tanto,
B(t) = (g) Py + (711) t (—Py+P)+ (Z) t> (Py — 2Py + P,) +

n n
+(3) t3 (—Py + 3P, — 3P, + Py) + (4) t* (Py — 4P, + 6P, — 4P5 + P) + ..

La férmula paramétrica de una recta es: R(A)=Py+ (P, —Py) -2, L€ER
Pero una funcién paramétrica de la forma:
f(T)=P0+(P1_P0)'T+(P0_2P1+P2)'T2+(_P0+3P1_3P2+P3)'T3+...,TER

también respondera a la ecuacion de una recta si, y solo si, los coeficientes del parametro elevado
a sucesivas potencias son proporcionales. Aqui, si son todos los coeficientes proporcionales a

(P1 = Po) .

Asi, partiendo de la premisa de que todos los nodos y puntos de control de la curva de Bézier
estan alineados?, se puede comprobar sin demasiado esfuerzo que:

# (Pg—=2Pi+P))=P,—P+Py—P =P, —P)—(—Py+ P) =
=a(=Py+P)— (=P +P)=(a—-1(=Py +P)

% (=Py+ 3Py —3P,+P3)=—Py+3(P,—P;)+P;=(P;3—Py) —3(P,—Py) =
= B(=Po + P1) = 3a(=Py + P1) = (B = 3a)(=Py + P1)

* ysucesivamente ... "

Figura 2.5

10 Al estar todos los puntos, P, , ... , B, , alineados, la direccion de la recta que pasa por dos puntos cualesquiera de
ellos sera simpre la misma. Es decir, P, — Py = a(P, — P,) = B(P; — P,) = -+ = w(B, — P,_1) . Y,en
general, , —Po =A (P —PF;), i#]
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Es decir, que una curva de Bézier cuyos puntos estan alineados también se puede enunciar con la
expresion:

B® = (3)Po+ () £ ~Po+PY+(3) €2 (e = D(=Po+ P+ (3) 3 (B =3Py + P + .

B(¢) = (g) Py + ((’1’) ¢+ (121) £2 (@ —1) + (g) £3 (B — 3a) + ) (—Py + P,)

B(Y)=Py+Y-(—=Py+Py) que, efectivamente, responde a la formula de una recta.

Cabe destacar el caso particular en el que la curva de Bézier, de formula:

n i

s0-3 () | S(1) e

i=0 k=0

B(t) = (g) P + (Tll) t (—Py +Py) + (;) t2 (Py — 2Py + P) +

+(") t3 (=P, + 3P, — 3P, + P3) + (") t* (P — 4P, + 6P, — 4P + P,) +
3 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

n n
puede reducirse a la recta: B(t) = (0) Py + (1) t (=Po + Py)

Al anular todos los coeficientes de las potencias del parametro, t¥ , para i > 2:
i .
l .
Z(k) P (~1)i*k [ =0, i=2
k=0

los puntos de la curva, ademéas de estar alineados, equidistaran cada uno del anterior y del
siguiente:

« (Po—2P+P)=0, P,—P =P —PF, P1=(PO+P2)/2

* (=Py+3Py—3P,+P;)=0, P3—P,=—(P,—Py)+2(P,—P;),

P, + P
P3 =P, =P, — P, Pz=(1 3)/2

* (Py—4P,+6P,—4P;+P,) =0, P,—P3=(P,—Py)—3(P,—P;)+3(P;—P,),
P, +P
Py—P3=P; =P, P3=( 2 4)/2 P
4
+
* ysucesivamente ...

o
%]
-0

Figura 2.6
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e | aderivada de una curva de Bézier es también una curva de Bézier de grado una unidad menos.

n
Siendo una curva de Bézier: B(t) = z ( " ) P,(1—t)r it
=
— n _ n _ -1 n _ —2 42 n _ —3 4+3
B(t)—(O)PO(l t)”+(1)P1(1 " t+(2)P2(1 "2 ¢ +(3)P3(1 O3 ¢3

+ ..+ (n ﬁ 2) P_,(1—0t)2¢t"2+ (n ﬁ 1) P (1—0)t" 1+ (Z) B, t"

Su derivada sera:
B(t) = (g) Pon (1— )" (-1) + (71’) Py [(n—1)(1— "2 (—1) t+ (1 — "1 ]+

+ ()Pl =D =" D2+ A =02 2t] 4+ () P =)A= O™ (~D £ + (1= "3 3¢ |+

bt (an)Pn_2 [2(1 =) (=) "2+ (1 — O)2(n—2) t"3 ] +

(. " P D+ (A== D e ]+ (Z) P, n -1

Y, reagrupando por sumandos de la forma de los de las curvas de Bézier:
B'(t) = (1—t)+1! [— (g) n Py + (Tll) P, ] +(1—-t)"2¢ [— (Tll) (n—1)P, + (Z) 2P, ] +

+(1—t)"‘3tz[—(;l)(n—Z)P2+(Z)3P3]+ +(1—t)2t""3[—(nﬁS)SPn_g+(nﬁ2)(n—2)Pn_2]+

+(@1—-t)th 2 [—(nﬁz)ZPn_2+(ni1)(n—1) Pn_1]+t"_1 [—(nil)Pn_1+(Z)nPn]

n
[

n—1
B'(t) = ;(1 —omi e = (D)= DR () G+ D P

n-1
n! n!

B = Zo(l —orT e [_ (m) (n=1)Fi+ ( (i +1)! (n'— i—1)! ) E+1) P"“]

B(t) = z(l _ -t g < - ((:—_ilz!n! ) [_( (n’i 5 ) (n—1)P; + ((l:—l)) (i+1) Py ]

n—-1

p@=y ("] )a- o i tn e

i=0

Por lo que la derivada de la curva de Bézier inicial, de formula
n—-1

B'(t) = z (" . 1) P, (1 —)n-1i ¢

i=0

es otra curva de Bézier, cuyos puntos P’; se relacionan con los puntos de la curva inicial de la
forma: P'; = (-nP,+nPiy)
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e |atangente en los extremos de una curva de Bézier es la -
recta que une sus nodos con los puntos de control
siguientes. Es decir, que la tangente en P, es la recta
P, P, ,ylatangenteen P, eslarectaP,_; P, .

Conociendo la derivada de una curva de Bézier enésima: Py

n-1 1 Figura 2.7
n— ..
B'(¢t) =z< ; )(1—t)"_1_‘ t'[-nP+nPq]
i=0
B’(t)-(n_l n—1
() 1

n—1 n
+( ) )(1—1:)"‘3 tz[—nP2+nP3]+...+(n_3)(1—t)2t”‘3[—nPn_3+nPn_2]+

+(ni2)(1_t)tn_2[‘nPn—2+nP"_1]+(

)(l—t)"_l[—nP0+nP1]+< )(l—t)"_zt[—nP1+nP2]+

n—1) t" 1[-nP,_y+nPB,]

se puede calcular las rectas que unen el primer con el segundo punto y el Gltimo con el anterior y
comprobar que coinciden con las tangentes en los nodos de la curva.

X — Xg _ Y—Yo
X1 =X Y1~ Yo
yl—J’o)x_(Jﬁ—J’o
X1 — Xo X1 — Xo

recta Py P, =

recta Py P, = y=( )x0+y0
X — Xp-1 _ Y —=Yn-1
Xn — Xn—-1 Yn — Yn-1

yn_yn—l)x_(yn_yn—l)x +
—xn X, | *n-17TVn-1

rectaP,_{ P, =

rectaP,_1 B, = y=< Pp—
n n—-1

n
Siendo una curva de Bézier: B(t) = Z ( T: ) P, (1—t)" ¢
i=0
El valor del pardmetro en los puntos de tangencia, Py y P, €s respectivamente t =0y t = 1
por la propia definicion de las curvas de Bézier!".

Y, al sustituir en la expresion de la derivada t =0 y t = 1, nos dara la pendiente de la recta
tangente en P, y P, respectivamente.

dy n-(y1—Yo) Y1~ Yo
dx  n-(x—x) % —X

dy _ n? - Yn = Yn-1) _Yn— Yn-1
a B nz- (xn - xn—l) - Xn — Xp—1

B’(O)=Tl'P1—n'P0=n'(P1—P0)

B’(l)zn'(n'Pn_n'Pn—l)=n2'(Pn_Pn—1) -

Entonces, se verifica la propiedad.

11 Véase referencia en nota al pie 9.
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1.2.3. Desventajas de las curvas de Bézier

Sin embargo, a pesar de todas las facilidades que proporcionan las curvas de Bézier en cuanto a
la sencillez en su manejo, cuando el nimero de puntos de control que se requieren es muy elevado se
comienzan a presentar los inconvenientes.

El grado de la base muy alto dificulta los procedimientos, tanto analiticos como gréficos, y el
control global provoca que el desplazamiento de un sélo punto de control modifique a toda la curva.
Ademas, la curva es practicamente insensible a pequefios cambios locales.

Entonces surge el concepto de spline o curva definida a e g
trozos. La curva completa resultante es un enlace de segmentos )
de curva que se unen en los nodos. ny

Asi, el grado de la curva se puede escoger previamente Figura 2.8
y los puntos de control pasan a tener un caracter local. +F, 6%,

3

Pero en los splines de Bézier también se debe tener en cuenta el tipo de unidén que se da entre
los trozos de curva. Estos problemas de continuidad se pueden resolver, entre otras, de cuatro formas
distintas: +

e  Continuidad C% basta con que el Ultimo nodo de una
curva sea el mismo que el primero de la siguiente. /\
Provoca uniones bruscas y con picos. (Figura 2.8) P

* Continuidad C': en este caso no sélo deben coincidir /. _ Figura 2.9
los puntos de los extremos, sino también sus
derivadas laterales. Genera uniones suaves.(Figura 2.9)

e Continuidad C2% igual que la segunda, pero deben coincidir
también las derivadas segundas. Facilita los cambios de
curvatura.(Figura 2.10)

e (Continuidad G': no es
estrictamente necesario que
] las derivadas coincidan, pero
Figura 2.10 si que los vectores tangentes =Py
en los extremos sean .
proporcionales. (Figura 2.11) Figura 211 P

Aun asi, cuando el nimero de divisiones es muy grande, el proceso resulta muy laborioso.
Aparece por lo tanto una modificacion de los splines de Bézier: los Basis Splines’, que posibilitan definir
de una sola vez todos los trozos y conocer el tipo de unién en los nodos.

12 De aqui en adelante, B-Splines.
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1.3. Introduccion a los Basis-Splines

Los B-Splines’ son, al igual que las curvas de Bézier, un tipo de curvas paramétricas. Pero que,
a diferencia de las anteriores, estan formadas a su vez por tramos de curvas mas cortas.

Es decir, los B-Splines son curvas a trozos que, estableciendo los nodos de unién entre esos
tramos y sus puntos de control (analogos a los de las curvas de Bézier), se adeclan facimente a
cualquier forma que se desee disefiar graficamente.

Debido a los limites en la extension de esta monografia, no se desarrollaran estas curvas con la
misma profundidad que se han estudiado las anteriores. Se adjunta un apéndice en el que se desarrolla
su andlisis brevemente.

1.3.1. Definicion de los B-Splines

Al tratarse de una extension de las curvas de Bézier, los B-Splines presentan una formula
semejante. La expresion' de estas curvas es:

n
SO = Y NE@ Pi ) £ € X, Yo
i=0

siendo k el orden de la curva; P; € { Py, Py, P,, ..., P}, sus puntos de control’s; y Nf(t), las
funciones de base anteriormente definidas.

Estas curvas, como ya se ha e R
explicado, estan formadas por trozos de '
polinomio, de grado el orden de la curva,

k; 'y los nodos de union entre dichos +
tramos estaran definidos por el vector:
Figura 3.1
[ X0, X1, X2, o) Xpyre1] X ER, x; < xi44

13 [saac Jacob Schoenberg, matematico rumano, fue quien introdujo el concepto de B-Splines para este tipo de
funciones.

14 Notese que en los B-Splines se sustituyen los polinomios de Bernstein, b}, de las curvas de Bézier por funciones
de base, N/

5 Siendon = k.
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2. Aplicaciones

Tras un breve pero profundo estudio de las curvas de Bézier, los B-Splines y las
correspondientes funciones que los forman, podemos abordar situaciones cotidianas que, aunque no a
simple vista, necesitan de esta rama de las matematicas.

Como ya se ha indicado con anterioridad, la geometria analitica, y particularmente nuestros
objetos de estudio, son fundamentales en el disefio grafico digital.

Desde carreteras hasta los dibujos animados mas complicados, nuestras curvas pueden trazar,
con relativa facilidad, infinidad de recorridos.

Pero no adelantemos acontecimientos: vamos a realizar un desarrollo pseudo-histérico (o, por lo
menos, de menor a mayor grado de abstraccion y dificultad) de los proyectos y planes de dibujos.

2.1. Situaciones a modelar

2.1.1. Carreteras

Muchas veces se ha tenido que comunicar una poblacién con una carretera cercana. Ademas,
para ahorrar recursos, se querria que la nueva ruta pasase por una casa aislada de mitad del camino:

Figura 4.1

Puede también que nos convenga que la carretera siga las fronteras de los terrenos para evitar
disputas...

El problema es una sencilla aplicacién de la ingenieria: si trasladamos el plano a un sistema de
coordenadas, la carretera sera una funcién definida a trozos o spline. Pero de entre todos los tipos de
splines (splines lineales, splines cuadraticos, splines cubicos...) sdlo unos nos interesan.
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Lo primero que hay que tener en cuenta es que la carretera no solamente tiene que ser continua,
sino que ademas no debe tener cambios bruscos de direccién. Esto, en términos de funciones’®, se
traduce como que debe existir, al menos, una continuidad C* entre los tramos de las funciones.

En cambio, no basta con este tipo de unién. Cuando se viaja a gran velocidad, es peligroso dar
volantazos: el volante tiene que girar lentamente. Es decir, la curvatura de la trayectoria debe cambiar
paulatinamente: la continuidad debe ser de tipo C2.

Gracias a estas condiciones, ya tenemos definido el problema:

Eligiendo arbitrariamente los puntos por los que queremos que pase el camino, hallamos
funciones clbicas de forma que por cada par de puntos consecutivos pase una funcién, y que las primera
y segunda derivadas de ésta coincidan con las de la funcién siguiente.

Figura 4.2

A(0;0) E(11,54; 2,06)
B(3,38; 2,73) F(15,27; 2,2)
C(5,15; 2,87) G(17,92; 4,71)
D(8,7; 1,83)

( P(x)=Ax3+Bx?+Cx+D x€][0; 3,38]
Py(x)=Ex3+Fx*+Gx+H x€[3,38;5,15]
P;(x)=Ix3+]Jx*+Kx+L x€[515;87]
Py(x) =Mx3+Nx>+0x+P x€[8,7; 11,54]
Ps(x) =Qx3+Rx?*+Sx+T x€[11,54; 15,27]
\ Pe(x) =Ux3+Vx2+Wx+X x€[1527;17,92]

JACIA

16 Utilizando los conceptos explicados en el apartado que versa sobre las desventajas de las curvas de Bézier.
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Noétese que, cuantos mas puntos se tomen, mas definido estara el trayecto inicialmente, y, por
ello, mas se ajustara al deseado.

— Lafuncidn pasa por los puntos dados:
P,(0)=0= D=0
P;(338) =273 = 3861-A+11,42-B+3,38-C+D =273
P,(3,38) =2,73 = 3861-E+1142-F+338-G+H =273
P,(5,15) =2,87 = 136,59-E +26,52-F +515-G + H = 2,87
Py(5,15) = 2,87 = 136,59 -1+26,52-]J +5,15-K + L = 2,87
P;(8,7) =183 = 65850:-1+7569-J+87-K+L =183
P,(8,7)=1,83 = 65850-M +7569-N+87-0+P =183
P,(11,54) = 2,06 = 1536,80-M +133,17-N+11,54- 0+ P = 2,06
Ps(11,54) = 2,06 = 1536,80-Q + 133,17 -R+ 11,54-S+ T = 2,06
P:(15,27) = 2,2 = 3560,55-Q +233,17-R+ 1527 -S+T =2,2
P¢(15,27) = 2,2 = 3560,55-U +233,17-V 4+ 1527 - W+ X =22

Pg(17,92) = 4,71 = 5754,59-U+321,13-V +1792-W + X =4,71

— Lafuncién debe ser dos veces derivable en las uniones:
P'1(3,38) =P',(3,38) = 3427-A+676-B+C =3427-E+676-F+G
P",(3,38) =P",(3,38) = 2028-A+2-B=2028-E+2-F
pP',(515) = P'3(515) = 7957 -E+103-F+G =7957-1+103-J+K
P",(5,15) = P"5(515) = 309-E+2-F=309-14+2-]
P'3(3,38) =P',(3,38) = 227,07-1+174-]J+K =22707-M+174-N+0
P",(3,38) =P",(338) = 522-14+2-J=522-M+2-N
P',(3,38) =P'5(3,38) = 399,51-M +23,08-N+0=39951-Q+23,08-R+S
P",(338)=P":(338) = 6924-M+2-N=6924-Q+2-R
P':(3,38) = P'4(3,38) = 699,52-Q +30,54-R+S=69952-U+3054-V+W

P":(3,38)=P"¢(3,38) = 9162-Q+2-R=9162-U+2-V

Pag. 24




Desarrollo y evolucion de las curvas de Bézier aplicadas al disefio gréfico

— 'Y, como la funcién debe enlazar en sus extremos con carreteras rectas, imponemos:
P",(0)=0= 2-B=0 = B=0

P"¢(17,92) =0 = 107,52-U+2-V =0

Después de efectuar todas las operaciones algebraicas, y resolver el sistema de 24 ecuaciones y
24 incdgnitas', representamos las funciones obtenidas:

Figura 4.3

Figqura 14

17 Debido a la laboriosidad que supone resolver un sistema de tal nimero de incognitas, se ha recurrido al programa
informatico Derive, software de célculo matematico avanzado.
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Pero los tiempos cambian, y los avances introducidos en torno a los afios sesenta por Pierre
Bézier revolucionaron el disefio.

Aunque el método tradicional anterior continlia siendo vélido, las curvas de Bézier allanan
notablemente el camino.

Si se sigue el procedimiento anterior para el trazado de otra carretera (figura 4.5), entonces:

A(0;0) D(7,92; —0,42)
B(2,46; 0,56) E(9,32; 0,56)

C(6,38; —0,58)

Pi(x) =Ax3+Bx>+Cx+D x€][0; 3,38]
Py(x) =Ex3+Fx*+Gx+H x€][3,38;5,15]
Py(x)=Ix3+Jx*+Kx+L x€[515;87]
Py(x) =Mx3+Nx>+0x+P x€[8,7; 11,54]

(
909 {
\

— Lafuncién pasa por los puntos dados:
P(0)=0= D=0

P;(2,46) =0,56 = 14,89-A+6,05-B+2,46-C+D = 0,56

P,(2,46) = 0,56 = 14,89-E+6,05-F +2,46-G + H = 0,56
P,(6,38) = -0,58 = 259,69-E+40,70-F +6,38-G+ H =—-0,58
P;(6,38) = —0,58 = 259,69-1+40,70-]+6,38- K+ L =—0,58
P;3(7,92) = —0,42 = 496,791+ 62,73-]+7,92-K + L = —0,42
P,(7,92) = -0,42 = 496,76 -M +62,73-N+792-0+ P =—0,42

P,(9,32) = 0,56 = 809,56-M +8686-N+932-0+P =056
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— Lafuncién debe ser dos veces derivable en las uniones:

P',(2,46) = P',(2,46) = 18,15-A+4,92-B+C=1815-E+492-F+G

P",(2,46) = P",(2,46) = 1476-A+2-B=1476-E+2-F

P',(6,38) = P'5(6,38) = 122,11-E+ 1276 -F+G =12211-1+ 1276 -] + K

P",(6,38) = P";(6,38) = 3828 -E+2-F=23828-1+2-]

P'5(7,92) = P',(7,92) = 188,18 -1+ 1584 -]+ K = 188,18 -M +1584-N + 0

P"5(7,92) = P",(7,92) = 47,52-1+2-]=4752-M+2-N

— Y, debido a la forma de la funcién, imponemos el spline sea periddico:
P'1(0)=P'4,(932) = € =26059-M+18,64-N+0

P",(0)=P",(932) = 2-B=5592-M+2-N

Resolviendo el sistema, y representado la funcién:

( P(x) =0.01380903280x3 — 0.2141343937x% + 0.6706896682x
g(x)! P,(x) = 0.01829232710x3 — 0.2472211056x? + 0.7521044993x — 0.06686212958
= 0.04994068689x3 — 0.8529707121x? + 4.616888263x — 8.288936115
P,(x) = —0.1304177148x3 + 3.432344912x2 — 29.32266719x + 81.29474438

X €
X €
X €
X €
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Mientras que, si conociendo la trayectoria, obligamos a una curva de Bézier a satisfacerla,

resula:
A(=3,54;-0,5) C(1,68; —2,88)
B(0,14; 1,62) D(5,78; 0,08)
=3 o
B(t)=;<i>Pi(1—t)"“t‘ tef01]
()jx@)=(3)(1—1)%—354)+(i)tﬂn—ﬂzmj4)+(2)t%1—tﬂ1£8)+(:)t%&7&
B(t

lyaj==(3)(1——03(—05)4—(i)t(l—-02(L62)+—(z>t2(1—-Q(—288)+-<2>t3UL08)

x(t) = 4,7t3 — 6,42t + 11,04t — 3,54

B(t
( ){ y(t) = 14,08t — 19,86t% + 6,36t — 0,5

Una sola curva de Bézier es capaz de definir la carretera. Sin embargo, también se pueden
utilizar, para situaciones mas complicadas, splines de Bézier, tal y como se explico en el apartado
correspondiente.
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2.1.2. Caracteres tipograficos

Cuando surgen estas curvas, se descubre un nuevo mundo de posibilidades. Su computo es tan
sencillo que se introducen sin dilacién en campos hoy tan ordinarios como las tipografias informaticas.

Si eliges cualquier letra, bien sencilla o bien de las mas complicadas, ésta respondera a una
curva de Bézier. O, en su defecto, a un spline de Bézier. -
Este es el caso de caracteres tan curiosos como:

Que, efectivamente, pueden ser disefiados con curvas de Bézier:
Tomando los puntos adecuados en primer lugar en la letra C se puede trazar el primer tramo de la letra:

P,(1,70;2,72)  P,(0,80; 2,64)

P,(1,34;201) P,(2,03;256) @
)

(
x(t) = —1,29t3 + 4,32t2 — 2,7t + 1,7 y

B, (¢
1 ){ y(t) = 1,73t3 — 1,65t% — 0,24t + 2,72

Si derivamos esta curva de Bézier con el fin de conseguir una continuidad G' con el siguiente tramo?s,
obtendremos los tres siguientes puntos:

Ps(2,34;2,81) Py(1,8;288) P,(1,39;222)
Y con ellos calcular:

x(t) = 0,98t3 — 2,55t% + 0,93t + 2,03

B, (t
2( ){ y(t) = —0,58t3 — 0,48t2 + 0,72t + 2,56

Siguiendo el mismo proceso, los puntos y las curvas que completaran la letra tipografica seran:

Pg(1,21;1,79) Py(1,72; 1,88) P,(1,74; 2,13)
P;;(1,80; 2,42) P,(1,52; 2,23) P3(1,52; 2,20)
B (t){x(t) = —1,18t3 4+ 2,07t2 — 0,54t + 1,39
3 y(t) = —0,36t3 + 1,562 — 1,29t + 2,22

x(t) = 0,62t3 —1,02t% + 0,18t + 1,74

B,(t
a( ){ y(t) = 0,64t3 — 1,44t% 4+ 0,87t + 2,13

18 Se debe tener en cuenta que la continuidad que buscamos es del tipo G' ya que no sélo buscamos una unién
suave, sino también que las curvas se adapten a una forma previamente determinada.
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Para disefiar la otra letra, la G, el procedimiento es el mismo. De manera directa y resumida, los
puntos:

P,(3,34;522) P,(236;508) Py(2,50; 4,44) P,(3,00; 4,54)
P;(3,40;4,54) P,(490;540) P,(3,72;512)
P,(2,54;484) Py(257;3,60) Po(3,64;442) - ”

P1(3,26;3,88) P;,(276;3,72) P;3(272;4,06) * *

dan lugar a las curvas que disefian la G:

x(t) = —0,76t3 + 3,36t2 — 2,94t + 3,34
y(t) = 1,24t3 — 1,5t% — 0,42t + 5,22

x(t) = —0,17t3 + 3,63t2 — 3,54t + 3,72

C, (¢
i ){ y(t) = 3,02t3 — 2,88t2 — 0,84t + 5,12

AoH

x(t) = —3,78t3 +3,3t> + 1,2t + 3
y(t) = —2t3 + 2,58t2 + 4,54

x(t) = 0,58¢3 — 0,36t2 — 1,14t + 3,64

cof
2(t) y(t) = 0,12¢3 + 1,14t% — 1,02t + 4,42

a©f

Y al igual que todo evoluciona, estas curvas no se quedaron atras. Al buscar una solucion al
principal problema de las curvas de Bézier, que su grado aumente con el nimero de puntos de control,
aparecieron los B-Splines.

Asi, una letra que antes se podia calcular con los puntos:

® ]

P,(898;695) P,(853; 6,20) P;(10,16; 6,92)
. P,(9,50; 7,53)  Ps(8,54;7,84) Ps(6,21; 6,54)
fd
% P,(887; 634) P3(9,63;624) P,(9,89; 6,72)

P,0(10,07; 7,72) P,;(11,00; 7,90) P;,(9,00; 7,10) P;5(8,60; 6,20)

x(t) = —4,37t3 + 6,24t2 — 1,35¢ + 8,98
y(t) = —1,58t3 + 4,41t2 — 2,25¢ + 6,95

x(t) = 0,42t3 — 1,5t% + 2,28t + 8,87

Dy (¢
1( ){ y(t) = —0,06t3 + 1,74t2 — 0,3t + 6,34

Dy(){

x(t) = 0,36t3 + 1,89t% — 2,88t + 9,5
y(t) = 2,71t3 — 4,83t%2 + 093t + 7,53

x(t) = 4,53t3 — 8,79t + 2,79t + 10,07

D, (¢
2( ){ y(t) = 0,88t3 — 2,94t 4 0,54t + 7,72

PXOY
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Ahora quedaria mas facil con los B-Splines™. Sobre el disefio de la letra S seleccioanmos los
puntos:

P,( 6,68;3,44) P, (6,17;2,81) P,(7,14; 3,23)
P;(6,79; 3,95) P,(5,76; 3,00) P:(6,76;2,50)
P.(7,46; 4,03) P,(7,65; 3,74) P,(6,28;3,02)

Py(6,13; 1,97)

9
Que dan lugar a la curva®: x | x ) S1(8) = z N?(@®) P, , te[2,10]
i=0

Con este nuevo método disefiaremos nuestro propio nimero dos:

Utilizando una herramienta de nuestra propia creacion en GeoGebra que dibuja automaticamente
B-Splines, elegimos la forma que tendra nuestro nimero:

Los puntos que obtenemos son:
Py(6,0;6,0) P;(50;65) P,(65;7,0)

P;(5,0;50) P,(50;60) Ps(7,5;5,0)

Asi, el B-Spline con la forma deseada del numero dos es:

5
S,(0)= Y N2@®) P, te[2, 6]
i=0

( ( 125t*—6t+125 te[2,3)
x(®) { —1,5t2 4+ 10,5t — 12,25 t€[3,4)
0,75t> — 7,5t + 23,75 t€[4,5)

528 0,5¢ + 5,25 te

—1,25t>+8t—6 te
1,5t% — 14t + 38 te
—t%2 4+ 11t — 24,5 te

y(®)

[
[
[
\ 1,25t2 — 12,5t + 36,25 t€[5,6)
[
[
[
[

19 Los B-Splines que se utilizaran en las aplicaciones de aqui en adelante seran de grado k = 2 y con un vector de
nodos uniforme con el fin de facilitar las operaciones algebraicas.

20 Omitimos la ecuacion de la curva debido a su extension.
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2.1.3. Disefio gréfico

Pero el disefio grafico no se reduce a disefiar carreteras, puentes o caracteres informaticos. Hoy
en dia, muchos dibujos utilizan las curvas de nuestro estudio en sus disefios.

Por ejemplo, desde que se abandoné el dibujo manual, las peliculas de animacion han
proliferado debido a su menor laboriosidad, pues con una herramienta informéatica no demasiado
compleja se puede dibujar practicamente cualquier forma y/o ajustar las curvas deseadas a bocetos
disefiados previamente.

- W f,«j'. » & : ;
Pongamos el siguiente dibujo: # &, g ) " e,
& 9. < WY ' N
S b e o ,'_.’__.--f A
Figura 4.7
un rapido esbozo disefiado con B-Splines resulta:
Figura 4.9
O el famoso el pingtiino de Linux
\ O~O
-:-\-‘-‘_?"_H?
Figura 4.9 Figura 410

El disefio del perro (figura 4.8) esta formada por siete B-Splines independientes que se acoplan
en puntos de union brusca (continuidad C")

En cambio, un total de 30 curvas de Bézier componen la figura 4.10. Entre ellas hay tanto curvas
de segundo grado como curvas de tercer grado. El tipo de continuidades es también variado y se ajusta a
la forma del pingtiino: mientras que en las “comisuras” del pico es suficiente una simple unién C9, entre
las patas se necesita una junta G'.

A continuacién se adjuntan las expresiones analiticas a las que responde el modelo como
muestra de todo el proceso que reside detras de los resultados:
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B, (1) { x(t) = —15,94t3 + 24,18t% — 4,02t + 2,4
1 y(t) = —1,8t3 — 11,7t% + 13,44t + 7,02

x(t) = =5,26t3 + 10,8t% — 4,02t + 2,74
BZ(t) _ 3 2
y(t) = —2,28t3 — 1,32t% + 5,82t + 6,98

x(t) = —3,6¢3 + 1,44t2 + 3,9t + 4,26
B3() _ 3 2
y(t) = 4,223 — 10,62t2 + 4,2t + 9,2

x(t) = —0,16t% + 1,44t + 3,04
B4(t) _ 2
y(t) = —0,26t% + 1,16t + 7,2

B (t){ x(t) = 0,4t> +t + 4,32
S y(t) = —0,36t2 — 0,6t + 8,1

B.() {x(t) = 0,12t% 4 1,08t + 3,04
6 y(t) = 0,1t2 — 0,56t + 7,2

x(t) = 0,44t2 + 1,04t + 4,24
B7(t) _ 2
y(t) = 0,16t% + 0,24t + 6,74

x(t) = 0,2t? — 2,32t + 5,42
BS(t) _ 2
y(t) = —0,42t% + 0,44t + 7,14

Ba(O) {x(t) = 0,24t% — 2,36t + 5,42
° y(t) = 0,82t2 — 0,8t + 7,14

x(t) = —t3 + 1,32¢2 + 0,06t + 3,44
By, (8) _ 3 2
y(t) = 0,78t3 — 2,34t2 + 1,56t + 8,06

x(t) = 0,523 — 0,6t2 — 0,3t + 3,82
B (1) _ 3
y(t) = 0,78t3 — 0,78t + 8,06

x(t) = —0,92t3 + 1,2t2 + 0,12t + 4,94
By, (t) _ 3 2
y(t) = 0,923 — 2,58t2 + 1,68t + 8,04

x(t) = 0,68t3 — 0,84t% — 0,24t + 5,34
By3(¢) .3 2
y(t) =t3—0,3t* — 0,72t + 8,06

B (t){x(t) =-1,1t> + 1,48t + 6
1 y(t) = —0,3t> — 1,64t + 7

5 (t){ x(t) = 0,58t2 — 0,92t + 2,74
5 y(t) = 0,18t2 — 1,64t + 6,98

x(t) = 3,16t3 — 3,9t% + 0,6t + 2,4
By (1) - 3 5
y(t) = —1,48t3 + 0,96t — 1,56t + 7,02

x(t) = —2,32t3 + 3,06t% — 0,36t + 6,62
By7(t) _ 3 )
y(t) = —2,86t> + 2,28t* — 1,38t + 6,96

Byo(t) { x(t) = 0,34t% — 0,64t + 7
18 y(t) = 0,14t2 + 0,28t + 5
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B (t){ x(t) = 0,04t% — 0,36t + 6,7
19 y(t) = —0,08t2 — 0,28t + 5,42

x(t) = —1,4t3 + 3t? + 0,36t + 2,26
By (0) _ 3 2
y(t) = 3,05t3 — 2,58t* — 1,17t + 4,94

x(t) = —1,2¢t3 + 0,62 — 1,14t + 6,38
By () _ 3 2
y(t) = 3,04t3 — 2,82t% — 1,14t + 5,06

B (t){ x(t) = 0,1t% + 0,32t + 4,22
222570 y(t) = —0,3t% + 0,2t + 4,24

B, (®) { x(t) = 0,54t2 — 0,24t + 2,26
B y) = —0,4t2 + 0,92t + 4,94

B (t){ x(t) = 0,8t + 2,56
2 y(t) = —1,5t2 + 1,6t + 5,46

B (t){ x(t) = 0,56t + 3,36
= y(t) = —0,82t% + 0,8t + 5,56

x(t) = —1,08t3 + 1,14t% + 0,24t + 3,92
By6(t) _ 3 2
y(t) = —0,34t3 + 0,3t* — 1,26t + 5,54

B (t){ x(t) = —0,4t% — 0,12t + 6,38
27 y(t) = —0,92t% + 1,28t + 5,06

B (t){ x(t) = —0,6t%> — 0,2t + 5,86
B y(t) = —1,34t% + 1,56t + 5,42

B (t){ x(t) = 0,36t2 — 0,92t + 5,06
287 y(t) = —0,92t% + 0,64t + 5,64

B (t){ x(t) = 0,38t3 + 0,06t% — 0,3t + 4,5
30 y(t) = 0,16t3 — 0,18t2 — 1,2t + 5,36

Figura 411
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2.2. Otras aplicaciones

Ademas de las aplicaciones que hemos tratado, estas curvas tienen un empleo mayor. En el
campo del disefio en 3D destaca la “tetera de Utah”, un modelo tridimensional que realizé Martin Newell
en 1974 basandose en las curvas de Bézier.
Debido a su fidelidad, pronto fue empleada en
muchos proyectos, como en Toy Story, o
incluso en los Simpsons, y ha pasado a la
historia como un objeto de culto.

También se  desarrollaron las
superficies de Bézier, pero éstas exceden el

proposito de esta monografia. g

o
Figura 412 %

Para concluir el trabajo, hemos disefiado una situacion
mas que es un claro ejemplo de la utilidad de las matematicas
tratadas en la vida real: una salida a una autopista de las afueras
de Paris.

En la imagen se advierte una gran confluencia de distintos
tramos de carreteras que se enlazan y divergen seguin las
necesidades de acceso a la capital francesa.

Para dibujarlas todas ellas hemos recogido todos los
métodos anteriores: splines de funciones cubicas, curvas de
Bézier, splines de curvas de Bézier y B-Splines.

Para comenzar con el spline cubico (en rojo, en la
figura 4.13) determinamos los puntos de unién entre las
funciones que lo forman:

So(3,25;11,31)  S,(4,34; 10,43)
S,(4,64;9,27) S:(4,89; 8,18)
S,(561; 7,14)
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Obligamos a que las funciones pasen por estos puntos y a que las derivadas de los diferentes
tramos coincidan en los empalmes:

( Py(x) =Ax3®+Bx?4+Cx+D x€[3.25; 4,34]
S(x)J P,(x) =Ex®+Fx>+Gx+H x€[434; 4,64]
Py(x)=Ix3+Jx?+Kx+L x€[464; 489]
Py(x) =Mx3+Nx>+0x+P x€[4,89; 5,61]

Resolviendo un sistema semejante a los de las primeras explicaciones:

[ Pi(x) =-0.95808 x> + 9.34131 x*> — 30.02831x + 43.12359x x € [3,25; 4,34]
S(x)J P,(x) = 1.74612 x* — 25.86736 x* + 122.77732x — 177.93521 x € [4,34; 4,64]
P;(x) = 8.36165x® — 117.95555 x*> + 550.06653 x — 838.8092 x € [4,64; 4,89]

l P,(x) = —2.18047 x> + 36.69724 x* — 206.1856 x + 393.88178 x €[4,89; 5,61]

La curva de Bézier y el B-Spline (en rosa y en naranja, respectivamente) son mas faciles de
calcular en cuanto a que s6lo debemos elegir los puntos de manera que sus formas se adapten a las de
las autovias.

Asi, con los puntos: By(2,16; 3,70) B;(2,94; 586) B,(4,62; 496) B3(5,27; 3,68)

. x(t) = —1,93t3 + 2,7t? + 2,34t + 2,16
la curva de Bézier es:

y(t) = 2,68t3 —9,18¢2 + 2,16t + 3,7

O el B-Spline de puntos: BSy(5,86; 2,05) BS,(10,3; 1,09)
BS,(9,52; 2,22) BS;(8,82; 1,82) BS,(11,12; —0,43)

—2,61t2 4+ 14,88t — 11,24 t€[2,3)

x(t) 0,04t2 — 1,02t + 12,61 t€[3,4)

tiene por ecuacion: 3 L5t* 12,7t +3597 tel4,5)
' 1,045t2 — 514t +7,67 t€[2,3)

y(t) {-0,765t2+5,72t —8,62 t€[3,4)

L —0,925t2 + 7t — 11,18 t€[4.,5)

Para el spline de curvas de Bézier (en verde) que queda por determinar elegimos una
continuidad de tipo C'. Por lo tanto, si los puntos de la primera curva son:

SBy(3,00; 400)  SBy(4,05;515)  SB,(4,89; 3,84)

los dos que obtenemos son: SB;(5,73; 2,53) SB,(2,30; 2,79)

x(t) = —0,21t%* + 2,1t + 3 x(t) = —4,27t% + 1,68t + 4,89
y las curvas: ) 5

y(t) = —=2,46t° + 2,3t + 4 y(t) = 1,57t? — 2,62t + 3,84
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Cconclusiones

Siguiendo un desarrollo coherente en la evolucion y por lo tanto en la complejidad de los
procedimientos, hemos introducido los polinomios de Bernstein, base de las curvas de Bézier, con las
consecuentes justificaciones de sus propiedades.

Mas adelante, la monografia se enfoca ya al analisis de las curvas: las curvas de Bézier, los
splines de curvas de Bézier y los B-Splines, deduciendo cada una de la anterior.

A causa del éxito de las curvas de Bézier, son éstas las mas abordadas en el estudio. A parte de
demostrar todas sus propiedades mas particulares e interesantes, obtenemos durante el proceso una
formula original que permite expresar las curvas de Bézier normalmente conocidas como:

n

B(t)=2(:,l)Pi 1-0™ ittt , telo,1]

i=0

de una nueva forma:

n i

B(t)=2(7il)ti Z(;{)Pk(—l)”k tef01]

i=0 k=0

expresion que constituira uno de los “puntos fuertes” de los resultados gracias a su practica aplicacion
posterior.

La monografia no se profundiza tanto en los B-Splines, ya que supondria una extensiéon mayor a
la oportuna. En cambio, si que se tratan algunas caracteristicas que los relacionan con las curvas
anteriores.

De la misma manera se podria ampliar la investigacion a posteriores tipos de splines, como
pueden ser las curvas de Hermite o los splines de Catnum Roll. Todos éstos constituirian una posible y
solida base para continuar el ensayo.

Finalmente se deben mencionar las diversas utilidades que recoge el apartado final de
aplicaciones en el que se resuelve realmente el problema inicial. El programa informatico GeoGebra y, la
aplicacién Derive en menor medida, han sido indispensables para el disefio de letras y dibujos graficos.

En resumen, podemos concluir que, ademas de otras cuestiones, se ha solucionado el problema
de la investigacion que trataba del disefio de carreteras. Y se ha superado con creces por todo ello el
objetivo planteado al comienzo de la investigacién.
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Apeéendice

1. El algoritmo de De Casteljau

Para analizar las curvas de Bézier se puede recurrir al algoritmo de De Casteljau?!, que permite
calcular puntos concretos sobre la curva sin necesidad de conocer su ecuacion. Se trata de una forma
recursiva de expresar estas curvas:

Bt) =By () =1 —DB " () +t- By (t)

Con este algoritmo, se puede calcular la curva de Bézier de n + 1 puntos, B ’;” (t) , desde P,
0

hasta B, , combinando curvas de menor grado; curvas de Bézier de n puntos: B ﬁg‘l tyB ﬁ’ll (t),
desde P, hasta P,_;, ydesde P; hasta P, , respectivamente.

Al desarrollar la expresion se demuestra que es igualmente vélida que la forma habitual de
obtener las curvas de Bézier:

Bt) =By () =1 —DB " () +t- By (1)

n—-1 n-1

n-1 » n—1 y
B(t)=(1-1) Z ( ] ) P, (1- t)(n—l)—l £+t z ( . ) Py (1— t)(n—l)—z ¢
= =" !
n-1 1 n-1 1
n-— o n— .
B(t) = ( ; ) P(1—t) it 4+ Z ( ; ) P, (1— t)(n—l)—L i+l
i=0 =0
1 n—-1 1
n-— n— .
B(t)=< 0 )Po(l—t)n‘FZ( . )Pi(l—t)n_lt‘+
i=1 '
-2
\ n-1 (n—1)—i pi+1 n—-1 n
+Z( i )Pm(l—t) t +(n_1)Pnt
i=
1 n—1 1
n - n J— . .
B(t)=( 0 )Po(l—t)”+2( ; )Pi(l—t)n_ltl+
i=1

n-1
n—1 . . n—1
1=

21 Paul de Casteljau fue otro ingeniero, contemporaneo de Bézier, que desarrolld un estudio paralelo sobre estas
curvas. Sin embargo, no lleg6 a publicar sus resultados.
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n-—1
n—1

B(t) = Py (1 — £)™ +ZPi(1—t)"‘iti[(n;1>+<i_l)]+Pnt"
i=1

n—1

B(t) =Py (1 —t)" +Z (?)PL- (1—-6O)" ittt + P, t"
i=1

n

B(t)=2(ril) P (1— i ¢

i=0

Graficamente, se puede comprobar que, para curvas cuadraticas de Bézier, existen puntos
intermedios desde Q, a Q tales que t variadeO0a1y:

*  Punto Q, varia de P, a P; y describe una =
curva lineal de Bézier.

* Punto Q, varia de P; a P, y describe una
curva lineal de Bézier. _ .

*  B(t) varia de Q, a Q, y describe una curva & +
cuadrética de Bézier.

Figura 5.1

En el caso de las curvas cubicas, se pueden encontrar puntos intermedios Q,, Q; ¥ @, que
describen curvas lineales de Bézier y los puntos R, y R, que describen curvas cuadraticas:

’ \ Figura 5.2
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2. Los Basis Splines

2.1. Funciones de base de los B-Splines

Las funciones de base sobre las que se construyen los B-Splines forman, al igual que los

polinomios de Bernstein, una base para el espacio vectorial de polinomios de grado k.

Dada la funcién de orden k = 0,

NP () = {

las funciones de 6rdenes sucesivos se obtienen mediante la férmula recursiva:

al )Nik‘l(t) + (

N = (t_—

Xitk — X

Xi+k+1 — ¢ )N-k_l(t)
i+1

Xitk+1 — Xi+1

Slendo [x()r X1y X2y ey xn+k+1] X € Rr Xi < Xi+1

el vector define los nodos de union entre los tramos de los B-Splines.

1 si t€[xy, xi41)
0 enelresto

El vector de nodos define en gran parte, como se explicara en el siguiente apartado, el tipo y la

forma de los B-Splines.

Para el vector de nodos [ 0, 1,2, 3, ..., ], algunas funciones de base seran:

t—x X —t
& MO = ()N + (N ©
Figura 6.1 X141 — X1 X14141 — X141
N%a—(t_l)w%@+(3_t)wwa
e 2—-1) 3-2/ 7
G T T 3
0 1 2 3 .
t—1\(1 si te[1,2)y,(3—-t\(1 si te[2 3) t=
N1t=(—> ’ +(—) ’ NIt =] 2-(t-
1 () 2—-1 {0 enelresto} 3-2 {0 enelresto} i () 2—(t-1)
N%@—(“‘)MQH(4_UN%Q
13 —-1/1 4-2)7
r—1 t—1 si te[1,2) 3_¢t t—2 si t€e[2,3)
Nll(t)=<_> 3—t si t€[2,3) +(—) 4—t si t€]3,4)
2-1 3-2
0 en el resto 0 enelresto
. 1
Figura 6.2 Etz si te0,1)
" 3
2 _2 ;
- ~ A NZ(t) = 1 t“ + 3t > St tel1,2)
ANy 1 9
/ N 22 2 ;
2 . 2t 3t+2 si t€[2,3)
- -
o ~ S \ 0 enel resto
0 1 2 3 4
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2.2. Tipos de vectores de nodos

La forma de los B-Splines viene determinada, fundamentalmente, por los nodos de unién entre
las partes de curva que los forman. Asi, se pueden distinguir diferentes tipos de vectores de nodos:

e \Vectores de nodos uniformes o equiespaciados: Son aquellos cuyos nodos equidistan del
anterior y del siguiente.

e \Vectores de nodos ‘clamped” o agarrados: Aquellos cuyos nodos inicial y final tienen
multiplicidad? k + 1y cuyos nodos interiores estan equiespaciados.

e (Closed knots 0 nodos cerrados: Son los vectores de nodos necesarios para construir B-Splines
cerrados. Tienen que ser vectores uniformes entre xo =0 y xp 541 = 1.

e Vectores de nodos no uniformes: Seran todos los vectores que no respondan a ninguna de las
condiciones anteriores.

2.3. Propiedades de los B-Splines __ * S

e |Los B-Splines tienen control local. { !
Como cada punto de control esta
asociado a una Unica funcién de P,
base, al cambiar un punto tan solo g
se modifica una porciéon de la o Figura 6.3
curva. P

e Los B-Splines, formados a trozos por polinomios de grado k , se ajustaran mas a los puntos de
control cuanto menor sea el orden de la curva.

e Para que algun trozo de polinomio que forma un B-Spline sea un segmento recto basta con
alinear k + 1 puntos de control.

Figura 6.4 P, Py P,

e Un B-Spline pasara por un determinado punto de control si esta repetido k veces.

e Las curvas de Bézier son casos particulares de los B-Splines.
Si el vector de nodos es de tipo “clamped” o agarrado, y el numero de puntos de control es igual
al orden de la curva, entonces el B-Spline coincide con una curva de Bézier.

22 Se entiende multiplicidad de un nodo el nimero de veces que esta repetido dentro de un mismo vector.
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2.4. Algoritmo de De Boor

El algoritmo de De Boor es una generalizacion del algoritmo de De Casteljau para las curvas de
Bézier. Desarrollado por Carl R. de Boor?, es un método répido para calcular un punto del B-Spline
asociado a un determinado nodo.

Siunnodo x; seinserta k veces en un B-Spline, entonces el Ultimo punto de control que se
genera es el punto de la curva, que se corresponde con t = x; .

n
Un B-Spline, Sit) = ZNik(t) P, tE€[xy, Xpiq]
i=0

tiene por vector de nodos: [ X0, X1, X2, v, Xnaks1] X ER, x; < Xj4q
Por tanto, el nimero de nodos de un B-Splinesera n +k + 1+ 1.
numero de nodos = (n+1)+k+1
namero de nodos = numero de puntos de control + orden de la curva + 1

Con lo que, al insertar un nodo, y para conservar la misma curva inicial, se necesitara un nuevo
punto de control y recalcular los anteriores.

Al afadir el nodo x , siendo x; <x < x;,, , hay que sustituir los puntos de control

li ! .
Pi_g41 , - » Pj_q porlos nuevos puntos P'j_pyq1 , ... , P';,talque:
, X —X; X — Xi
Pi=(1———— )P +| ——— | P;
Xitk — Xi Xitk — Xi

Con la intencién de simplificar el proceso, se pueden diferenciar dos situaciones:

e Si el nodo insertado coincide con un nodo simple (que no esta repetido) ya existente,
entonces:
Xi =X = Xiyq

e Si el nodo insertado coincide con un nodo mdltiple (de multiplicidad m ) ya existente,
entonces:
Piy=P_y, Piy=P 3, «, Pimy1=Penm

23 Carl-Wilhelm Reinhold de Boor es un matematico aleman nacido en 1937. Tras afios de investigacion y
reconocimientos en este campo (durante los que llego a trabar con Isaac Schoenberg), actualmente es profesor
emérito de la Universidad de Wisconsin-Madison.
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